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Schwingungsgleichung einer Saite

Motivation

Schwingungsgleichung einer gespannten Saite
(Lésung der eindimensionalen Wellengleichung fiir gedampfte Schwingungen
mit konstanten Anfangs- und Randbedingungen)
Oscillation equation of a tensioned string
(Solution of the one-dimensional wave equation for damped oscillations
with constant initial and boundary conditions)

Motivation

A000

Die Lésung der Schwingungsgleichung ist hinreichend aus

der Literatur bekannt, mich hat dabei interessiert:

o Die Ableitung der Schwingungsgleichung,

e  der Separationsansatz zur Lésung der
Differentialgleichung,

o die Darstellung einer beliebigen Auslenkung einer Saite in
ihrer Ausgansposition durch eine Fourier-Reihe,

o die Auslenkung der Saite in Abhé&ngigkeit von der Zeit
durch eine Fourier-Reihe,

o die durchgéngige Darstellung der Ableitung und Lésung
der Schwingungsgleichung bis zu einem Lésungsbeispiel,

o ein Beispiel zum Einschatzen des Aufwandes fiir eine

The solution of the oscillation equation is well known from the

literature, | was interested in:

the derivation of the oscillation equation,
the separation approach to solving the differential
equation,

The representation of any deflection of the string in its

initial position by a Fourier series,

The deflection of the string as a function of time by a
Fourier series,

the consistent presentation of the derivation and
solution of the oscillation equation up to a solution
example,

akzeptable Lésung / Anzahl der erforderlichen
Stltzstellen / Eigenfrequenzen, die zu einer brauchbaren
Lésung fiihren,

An example for estimating the effort for an acceptable
solution / number of required supporting points / natural
frequencies, which leads to a viable solution,

A001

mochte.

Es werden sich Wiederholungen bei der Abhandlung der
Thematik ergeben, da ich mich auf ein Gebiet begebe, dass
mir nicht besonders gelaufig ist und ich Fehler vermeiden

o die Nutzung der Méglichkeit einer dimensionslosen o the use of the possibility of dimensionless
Darstellung. representation
Bemerkungen:

A002

A003

Formelzeichen

Formula symbols

B000

F [kg -m/s?] | Resultierende Kraft senkrecht zur Schnittflache A | Resulting force perpendicular to the cut surface A B002
F, [kg - m/s*] | Kraftin y-Richtung (senkrecht) / Riickstellkraft Force in y-direction / Restoring force B003
Fg [kg - m/s?] | Beschleunigungskraft in y-Richtung / Massenkraft | Accelleration force in y-direction / Mass force B004
ps [kg/m3] Dichte des Saitenwerkstoffes Density of the string material B005
py [kg/m3] Dichte des umgebenden Mediums (Luft) Density of the surrounding medium (air) B006
v, [s2/m] Kinematische Viskositat: v, = 1,/p,, Kinematic viscosity B007

1, [kg/(m - s)] | Dynamische Viskositét Dynamic vicosity
ds [m] Durchmesser der Seite Diameter of string B003
Ag [m?] Querschnittsflache der Saite Cross-sectional area of the string B009
[[m] Lange der Saite Length of string B010
t [s] Zeit Time BO11
B012
B013
al—] Kriimmungswinkel der Saite Curvature angle of the string BO14
da [—] Anderung des Krimmungswinkels Change of curvature angle of the string B015
A Exponent bei der Losung der DGL'n Exponent in the solution of the DGL’s B016
w; Teil des Exponent bei der Losung der DGL T(t) Part of exponent in the solution of the DGL B017
€ Teil des Exponent bei der Losung der DGL T(t) Part of exponent in the solution of the DGL B018
Boar
t[s] Zeit Time B021
x [m] Langenkoordinate Length coordinate B022
X = % [-] Dimensionslose Langenkoordinate Dimensionless length coordinate B023
x; [m] Langenkoordinate fur den Punkt j length coordinate fort he point j B024
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Schwingungsgleichung einer Saite

dx [m] Differenzielle L&ngeneinheit Differential length unit B025
y(x,t) [m] Auslenkung der Saite an der Stelle x zur Zeit t Deflection of the string at point x at time t B026
y= J’ri:ax [ Dimensionslose Auslenkung der Saite Dimensionless deflection of the string B27
B028
y;(t) [m] Auslenkung der Saite an der Stelle x; zur Zeit t Deflection of the string at the point x; at time ¢ B029
dy [m] Anderung der Auslenkung Change of deflection B030
B031
B032
Ableitungen Derivations B33
y' = % [-] | Ortliche Ableitung (Neigung) Local derivation (gradient)) B034
= yz(xzrt) [—] | Krimmung Curvature B03s
X
y = Y (;;t) [—] | Zeitliche Ableitung (Geschwindigkeit) Time derivation (velosity) B036
y = % [—] | Beschleunigung Acceleration B037
B038
kg . .. Fpg . . . Fgr
of ] Zugspannung in der Saite — Tensile stress in the string — B039
m - 52 A A
c= |= [T] Konstante Constant 8040
Ps tS
W, Grundfrequenz fiir die Schwingungsgleichung Fundamental frequency for the oscillation equation BO41
D [k_g] Dampfungskonstante / Proportionalitatsfaktor Damping constant / factor of proportionality B042
S
B043
Y (%) Ortsfunktion fiir den Separationsansatz Location function for the separation approach B044
T(t) Zeitfunktion fir den Separationsansatz Time function for the separation approach B045
r[—] Exponent fiir die Ldsung der Differentialgleichung | Exponent for the solution of the differential equation | Bus
A Gemeinsame Konstante der DGL'n Common constant of the DGL'’s B047
C;, C, Integrationskonstanten Integration constants B048
A*,B*,C*,D* Integrationskonstanten Integration constants B049
A,B Integrationskonstanten Integration constants BO50
i Imagindre Einheiti = v—1 Imaginary uniti = v—1 BO51
B052
i[-] Laufindex: i =1 m Running Index:i =1 -m B053
j[=1 Laufindex: j =1 === n Running Index: j =1 --- n: B054
k-] Laufindex: k=1 --- n Running Index: k =1 --- n: B055
Zusammenfassende Konstanten in der . . . .
Kri, Kpp Differentialgleichung Summery constants in the differential equation BOS6
A; [—], A [—] | Schwingungsamplitude fiir ¢ = 0, Anfangsauslenkung | Vibration amplitude for ¢ = 0, initial deflection B0S7

B058

Nicht aufgeflihrte Formelzeichen sind in den
folgenden Ausflihrungen erklart.

Unlisted symbols are explained in the following
explanations.

B059

B060
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Schwingungsgleichung einer Saite

Skizze zur Problemerlauterung
Geometrie und Krafte an einem
differenzielles Element

Sketch for problem explanation
Geometry and forces of a differential

element
co1
X —
Salte_05 bmp. dx
Annahmen 2000
Assumtions
1 Ebene Betrachtung D001
one-dimensional consideration
2 Vernaphlasmgung_ der Schwerkraft D002
Neglecting of the gravity
3 Berijlcksig:htigunlg einer Iilnear geschwindigkeitsabhéngigen Déampfung 2003
Consideration of a linear velocity-dependent damping
4 Die Saite ist vollkommen elastisch D004
The string is completely elastic
5 Fir die Lange gilt: Lange I > Durchmesser d 0005
For the length: length I»diameter d
6 Die Auslenkung der Saite ist klein (kleine Winkel&nderungen) D006
The deflection of the string is small (small angle changes)
7 Sehr schlankes, gekrimmtes, (zylindrisches) Gebilde mit kleinem, konstantem Querschnitt A D007
Very narrow, curved, cylindrical structure with a small, constant cross-section 4
8 Geringer Einfluss .der Biggung (vernachlassigbar) 0003
Low influence of bending (negligible)
Die Saite ist so vorgespannt, so dass kleine Auslenkungen keine wesentliche Veranderung der
9 Langskraft F bzw. Spannung o = F /A (innere Kraft) hervorrufen. D009
The string is prestressed so that small deflections do not cause any substantial change in the longitudinal force F or Stress o =
F /A (internal force).
Langskraft ist konstant und senkrecht zur Querschnittflache gerichtet und zieht die Saite in die Ruhelage
10 zurlick. Dot
Longitudinal force is constant and directed perpendicular to the cross-sectional area and pulls the string back to the rest position.
D011
1 Die Auslenkung an beiden Einspannseitenist y(x = 0,t) =0, y(x =1[,t) =0 D012
The deflection at both clamping sidesis y (x = 0,¢t) = 0,y (x = 1,t) = 0
12 Geschwindigkeit und Beschleunigung beiden Seitenist y(x = 0,t) = 0und j(x =0,t) =0 D013

Velocity and acceleration on both sides is y(x = 0,t) = 0andj(x =0,t) = 0

D014

Allgemeinde Gleichung fir das Riickstellk y k D .
Kraftegleichgewicht tic sLte raft LdF, = assenkraft . dF, amfu'ngs raft: X E001
General equation for the equilibrium of forces Restoring force Mass force Damping force
E002

Ableitung der Schwingungsgleichung F000
Derivation of the oscillation equation
Massen-/Beschleunigungskraft dFg
Masse des eines differentiellen dx

=p-A.- ~p-Ac- Foo1
Elementes dm p AS cosa p AS dx
Beschleunigung eines Elementes % _ 2 2
Acceleration of an element y(x, t) =dy/dt Fos2
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Beschleunigungskraft (Newton)

— d’y _ 2 2 F003
Acceleration Force (Newton) dFp(x,t) = dm az P ds-dx-dy/dt
F004
F005
Riickstellkraft dF, Fo0
Auf Querschnitt bezogene Normalkraft Flxt o
9 o(x,t) = Fob 5~ const, da a klein ist, ist F(x,t) = const
(Normalspannung) A . : ' Foo7
Cross-sectional normal force (normal tension) o(xt) = F(xt)/A = o= const,since a is small, therefore is F (x, t) =const
Begrenzung eines Differentielles Element
F008
Limitation of a differential element x, a(xt) X +dx, a(x+dxt)
Riickstellende Kraft ] -
FE,(x,t) = —F(x,t) * sina E,(x + dx,t) = F(x,t) - sin(a + da F009
restoring force y (6, £) (. ) 3 ) (. £) ( )
F,(x,t) = —0 - Ag - sina | F,(x + dx,t) = 0 A " sin(a + da) FO10
Resultierende riickstellende Kraft ; ;
dE,(x,t) = E,(x,t) + E,(x + dx,t) = —0 - A - sina + 0 * Ag - sin(a + da FO11
Resulting force y( 1) =Fx0+5( ) s s *sin( )
dF,(x,y) = 0 - As - (sin(a + da) — sina) F012
Fur Kleine kael.g"t sina = a, sinda = da, cosa =~ 1,cosda =1, tana ~ a Fo13
For small angles applies
D014
Damit ist . ;
=0g- . — ~ Q" . — F015
S dF,(x,t) = 0+ Ag - (sin(a + da) — sina) = 0+ Ag - (a + da — @)
dE,(x,t) 0 Ag-da FO16
Wie grol ist der Winkel da Fo17
- - ”
Winkel der Saite an der Stelle x W _ tana = a Fot8
Angle of the string at the point x dx
Winkel&nderung an der Stelle x d%y _ da Fote
Angle change at the point x dx? _ dx
dzy
dF,(x,t) ~ 0 - Ag -ﬁ-dx F020
Fo21
Widerstandskraft durch Dampfung dF
Allgemein wird die Dampfungskraft als geschwindigkeitsproportional angenommen. Was sinnvoll fiir
weitere analytische Bearbeitung erscheint, da die Geschwindigkeit der Saite 6rtlich und zeitlich
periodisch veranderliche Werte annimmt. Ist die Dampfung nicht linear, dann ist eine geschlossene
mathematische Abhandlung des Problems erschwert. (Hier sei erinnert an den Widerstandsbeiwert aus
der Arodynamik F = Cy, -f-yz.)
Kurze Vorbetracht In die Berechnung wird deshalb ein konstanter Damfungsbeiwert D im Bereich F022
urze Vorbetrachtung 0 < D « o
keine Damfm}gme . Wt-
(eingefroren)
verwendet, der einen Mittelwert darstellt und linear mit der Geschwindigkeit (Produkt) gekoppelt ist.
Dieser Damdfungsbeiwert ist auf ein Volumen bezogen. Er beinhaltet material- und gestaltspezifische
Faktoren sowie Einfliisse des umgebenden Mediums, in dem die Schwingung stattfindet.
In general, the damping force is assumed to be proportional to the speed. Which makes sense for further
analytical processing, since the speed of the string assumes periodically and temporally variable values.
If the attenuation is not linear, then a closed mathematical treatment of the problem is difficult. (Here is
reminiscent of the drag coefficient from the aerodynamics F = Cy, - g -y2)
S ) The calculation therefore uses a constant damping D factor
ort preview 2, F023
- T (1
i S e et
(frozen)
which represents an average value and is coupled linearly with the speed (product).
This damping coefficient is related on one volume. It contains material- and shape-specific factors as
well as influences of the surrounding medium in which the vibration takes place.
Dampfungsfaktor Fur geschwindigkeitsproportionale Dampfung geringer GrofRe: D [S' n‘i -] Fo24
F025
Damfungs- / Widerstandskraft auf einer
Lange dx dFp(x,t) =D Ag-dx-y(x,t) Fo26
Damping force / resistance on a length dx
F027
F028
Kréftegleichgewicht d
F,(x,t) =dFg(x,t) + dFp(x,t G001
Balance of forces y (%, 8) (00 p(x,0)
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- d?
Ag = 45 aAsdz dx=pg- AS Jedx+D-Ag-dx- G002
o-Ag-y -dx=pS'A5-dx'y+D'A5'dx-y G003
G004
ps . D |
"=y +—- G005
y o y 5 Y
2 2
v=—2 =% qe2=2% _,_pstl® L DI
y_ymax,x_l dx® = 12 y”= y+ vy G006
Dimensionslos / Dimensionless v =Kg 37 +Kp 37 6007
= P52 G008
Kp = - [s%]
.72
Ky = % [s] G009
Da mir fir den Dampfungsbeiwert D keine Werte gelaufig sind, wird K, als eine zu
vorzugebende Grole betrachtet. G010
Since | do not know any values for the damping coefficient D, K, is considered as a size to be specified.

Allgemeine Losung der Differentialgleichung (DGL) fiir y(x, t)

General solution of the differential equation (DGL) for y (x, t)

HO00

Y =Ky 5+ Ky
d*y d*y ay
2 -K
A T
Separationsansatz Produkt aus zwei, jeweils nur von nur einer der Variablen x oder t abhangigen
Approach for the separation in a local function and Funktionen H002
in time function Product of two functions, each dependent on only one of the variables x or t
_(f t) =Y(x)-T(t) Hoos
Ableitung nach der Zeit (t) azy d*T () ar
Derivation after the time (t) Kp - atz s Kg - E (KB dt2 + Kp 'E) Y (x) Hoo4
d? dy
Kp - dt}zl +Kp- b = (KBT(t) +Kp- T(t)) Y(x) HoOS
Ableitung nach dem Ort (x) a2y dY(x
Derivation after the location (x) _ = ( ) T(t) Hoo
dx? dx®
d?y
A y %) - T(t Ho07
2 =Y'® T
Y@ T@®) = (Kr,T(®) + Kp - T(®) - Y ()
Zu l6sende Gleichung Y" (%) T(t) T(t)

To be solved equation H009

IO IO RN I0)

HO10

Fiir diese Gleichung gilt: Da die Linke Seite nur von t und die rechte Seite nur von x abhéngt, missen beide
Feststellung Seiten konstant (= —A2) sein, um die Gleichung zu erfiillen. Ho11
Determination Since the left side only depends on t and the right side only on x, both sides must be constant (= -A?) to

satisfy the equation.

Die Gemeinsame Konstante fiir beide

Gleichungen erméglicht getrennte Y" (%) T(t) T(t) ,
Ldsungen — =Ky - +K,- = -] HO12
Common constants for both equations allow for Y(x) T(t) T(t)

separate solutions

A ist eine noch unbekannte, aus den Anfangs- und Randbedingungen zu

ermittende Konstante. Hots
A is a still unknown constant to be determined from the initial and boundary conditions
Zeitabhangige Gleichung Ortsabhangige Gleichung Hot4
Time-dependent equation Location-dependent equation
Kg T(t) + Ky T() ==21"-T() Y'(%) = =2*-Y (%) Hots
A2
T(t) + 2 T(t) =——T(t) Hote
Ko
HO17
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ine L6 i NN
Aligemeine Losung der DGL fiir T(t) FE) + =2 F(6) + — - T(t) = 0 1000
General solution of the DGL for T'(t) Kp Kz
Ansatz zur Lésung rt
= 1001
Approach for solution T(t) €
2
p2eett gy Kngrt f Lot = lo02
K1y K13
2
r2+r.K_D+'1_:0 1003
Kp Kp
_dp (K_o)2_£
zwei (2) Lésungen T LR L.
One (1) root leads to two (2) solutions T = _ZKTD + (ZKTD) -0 = K Kl ‘mag;"a”z "i"z 1004
‘Ap B B D D
M () &
Real real V=0
Wenn /negativ(-), Ko \2 22 22
dann Exponent mit imaginéren Anteil w; =10 (2 7 ) %l = i |8 % 1005
If \/negativ(—), then exponent with imaginary part & B B
Wenn /positiv(+) ,
p ( ) N Kp 2 212 2 A2
dann Exponent real wj = (;) e B°— - 006
If \/ positiv(—), then exponent s real. ? ? "
. K
Realer Anteil des Exponenten = - ﬁ 1007
B
Losgng mit imaginaren Exponenten kp <K_D) 2|, K, (K_D)Z_ﬁ .
Solution with imaginary exponents 2Kg 2Kg) Kg 2Kg 2Kg) Kg 1008
K 2 52 T(t)=C;-e +C,-e
T1
-—-—<0 b e e o
<2'KT2) Krp T(t) =ef (C-e™ @it +Cy-e i) 1009
1010
Lésung mit realen Exponenten Ky 2 A2 Ky \? A2
Solution with real exponents B+ (m) K1z |t B- (m) kg |t 1011
KTl 2 Az T(t) = Cl ‘e ar CZ e
(2 K ) TR0
T Rr2 T2 | g —w*-
Fiir diesen Fall sind keine Schwingungen zu erwarten T@) = eﬁt(cl et Tt (e t) 1012
In this case, no vibrations are expected
Joo1
Zusammenhang von trigonometrische
Funktionen und Exponentialfunktionen - o
(Eulersche Formeln) ettt = cos(w; - t) + i - sin(w; - t) Jon2
Connection of trigonometric functions and exponential
functions (Euler's formulas)
e " = cos(w; - t) —i-sin(w; - t) Joo3
. e+i-mj-t_e—i-wj-t 1004
sm(a)j . t) = ™
e+i-mj-t+e—i-wj-t 1005
cos(a)j . t) = 5
K000
A||gemein9 Lésung fiir T(¢) T(t) =eft- (C1 . (cos((uj t)+i-sin(w; - t)) +Cy- (cos(wj “t) —i-sin(w;- t))) K001
General solution T'(t)
T(t) = Pt - ((c1 +Cy) - cos(w; t) + i+ (€1 — Cp) - sin(w, - t)) K002
Da die Konstanten C; und C, sich erst aus den Anfangsbedingungen ergeben,
Zusammenfassung der Konstanten K 7t werden (Kunstariff): K003
Summary of the constants ,ann geselzt werden ( UDS grlff). - - .
Since the constants C;and C,arise only from the initial conditions, can be set (artifice):
Kleine Enzykopéadie Mathematik, A= G +G Kood
1979, VEB Biliographisches Institut Leipzig, S. 559 B*=i- (C1 —_ CZ) K005
Gleichung fir die zeitliche Abhangigkeit des
Schwingungsausschlages (Weg) . T(t) = eft- (A* -cos(w; - t) + B - sin(w; - t)) K006
Equation for the temporal dependence of the swing
(path)
K007
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L000

Allgemeine Losung der DGL Y (x)
General solution of DGL Y (x)

Y'(x)+A2-Y(x) =0

L001

r2-e’ + Q2. "% = L004
r2+12=0 Loos

Eine (1) Wurzel flhrt zu zwei (2)
Ldsungen Ty =1i-4 L006

One (1) root leads to two (2) solutions

—iAx

Y(x)=C-e** +C,-e

L007

Zusammenhang fir trigonometrische
Funktionen und Exponentialfunktionen
(Eulersche Formeln)

Connection for trigonometric functions and
exponential functions

(Euler's formulas)

etid* = cos(A-x) +i-sin(d-x)

L008

e 2% = cos(A-x) — i - sin(A - x)

L009

+i'Ax —iAx
e —e
sin(A-t) = - Lot0
2-1i
e+i-/1-x+e—i-l-x
cos(A-x)=——— Lot1

2

Allgemeine Ldsung fiir Y (t)
General solution for Y (¢)

Y(x) = Cy-(cos(A-x) +i-sin(A-x)) + C, - (cos(A- %) —j - sin(A- %))

L012

Y(x) =(C;+C,)-cos(A-x)+i-(Cy—Cy)-sin(1-x)

L013

Zusammenfassung der Konstanten
Summary of the constants

Da die Konstanten C; und C, sich erst aus den Anfangsbedingungen ergeben,

kann gesetzt werden (Kunstgriff):
Since the constants C; and C, only result from the initial conditions, it is possible to set (artifice):

L014

Kleine Enzykopédie Mathematik,
1979, VEB Biliographisches Institut Leipzig,
S. 559

cr = Cl‘l'Cz

L015

=i'(C1_C2)

L016

Gleichung fur die Zeitliche Abhangigkeit

des Schwingungsausschlages (Weg)
Equation for the temporal dependence of the swing
(path)

Y(X)=C"-cos(1-X)+ D" sin(1-x)

Lo17

L018

Bestimmung der Konstante 4
Determination of the constant 4

A ist die verbindende Grole / Konstante zwischen T'(t) und Y (x)
\is the connecting quantity / constant between T'(t) and Y (x)

1000

1001

Argumente
Arguments

T(t) =eft. (A* . COS(O)]' . f) +B- Sin((j)]' . t))

Y(x) =C"-cos(A-x)+ D -sin(A-x)

1002

Auslenkung der Saite
Deflection of the string

y&,t) =T() Y (X)

1003

0=t ) oy ) (¢ i) i) |
Randbedingungen fir die
Ermittlung von VA T(t)-Y(¥ =0) =0, T(t) V' (x=1)=0 1005

Boundary conditions for the determination of

Vi

Fur T'(t) beliebig und die Randbedingungen x = 0 und x = [ gilt fir die Ortsgleichung:

For any T (t) and the boundary conditions x = 0 and x = 1, the following applies to the local equation:

1006

Ortsgleichung

local equation

Y(x)=C*- cos(/l . J?) +D*- sin(/l . )Z)

1007

Y(x=0)=

C*:cos(2:0)=0 |Y(x=1)=D"-sin(A-1)=0
— S—— Al e S—
=0 =1 #0 =0

1008

cC=0 sin(A-1) = sin(n) = sin(j-m) =0

1009

Fir jedes ganzzahlige j =1, ngiltdannsin(j-7) =0
Foreveryintegerj = 1 --- n isthen sin(j-m )

1010

1011

Es gibt also nn Lésungen fiir A = j - w [—]
So there are n solutions for A = j - 7 [—]

1012

wj =\/ (ZKB \/|ﬁ (IN)Z

Zeitgleichung

Time equation

T(t) = eft- (A : cos(wj “t)+ B sm(wj : t))

1013
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Schwingungsgleichung einer Saite

t=0,j=1

Feststellung Jede Eigenfrequenz w; = j - w; hat eine (1) Amplitude y; (%, t) der Saite zur Folge.
Statement Fir beliebige Randbedingungen ist deshalb eine Uberlagerung von n Schwingungen

anzunehmen. 013

Each natural frequency w,, = j * w, results in one (1) amplitude y,, (x, t) of the string.

For any boundary conditions, therefore, a superposition of n oscillations is to be assumed.

yij(x,t) = Dj *sin(j-m-X) - eft. (A* . cos(w]- “t) + B* -sin(a)j . t)) 16
g - -
Y (%) T(t)

Vereinfachung o px g _ pr.opr
Simplification Aj =Dy - Ajund B; = D; - By, lot7

Gleichung fiir Auslenkung einer
Saite

Equation for deflection of a string

yi(%,t) = sin(j-m-x) - eft - (4;- cos(w; - t) + B sin(w; - t))

1018

1019

Vollstandige Allgemeine Losung
Complete general solution

Die Ldsung fiir y (x, t) bei vorgegebenen Randbedingungen ist die Uberlagerung

aller mdglichen Schwingungen
The solution for y (x, t) by given boundary conditions is the superposition of all possible vibrations

Jooo

yx,0) = eFt- 3%, sin(j-m-x) - (4 - cos(w; - t) + B; - sin(w; - )

Joo1

y(x,t) = eft- ﬁl[sin(/' -m-%) - (4;-cos(w;-t) + B; - sin(w; - t))] +
eft-w- Z?’;l[sin(j T X)W (—Aj *sin(w; * t) + B; - cos(w; - t))]

y, ) =eft 32 {sin-m-2)-[B-(4-cos(w;-t)+ B sin(w; - 1)) +
w; - (—Aj *sin(w; - t) + B; - cos(w; - t))]}

Die Randbedingungen fiir beliebige

Auslenkung y(x=0,t) =y(x=11t) =0 t>0 J003
The boundary conditions for any deflection

Anfangsbedingungen fiir beliebige }?(f,t =0 #0 0<x<1 Joo4
Auslenkungen yx,t=0)=0 0<x<1 J005
Initial conditions for any deflections j_}(f, t=0)=0 0<x<1 Joos

Fir eine Schwingungsberechnung sind
Funktionen fir Rand- und
Anfangsbedingungen vorzugeben

zur Bestimmung der Koeffizienten A ;
und B;

For a vibration calculation, functions for boundary
and initial conditions must be specified
for determining the coefficients A ; and B,

yEt=0)= ePt-3%, A4 sin(j-n- %)

Joo7

=0

37(3?,1::0)=Z?‘;1[sin(/'-n-3?)-(ﬁ-Aj+wj-Bj)

*0 =0

Joos

Aligemein ist sin(j - - &) # 0,s0dass B - A; + w; - B; = 0 und B; = —4; wﬁ ist.

j
In generalis cos(j - - X) # 0,sothat - 4; + j - w, - B; = 0 and mustbe B; = —A4; wﬁ
j

J009

y,t) = eft- X [A]- ssin(jrm-Xx)- (co s(a)j t) — wﬂ - sin(w; t))]

Vereinfachung der Ldsung
Simplification of the solution

Fir eine ausreichende Beschreibung der Auslenkung y (%, t = 0) kann die Summe
auf eine endliche Anzahl n beschréankt werden.
Je mehr Glieder verwendet werden, desto genauer ist geometrische Erfassung der

Auslenkung.
For a sufficient description of the displacement y (i, t = 0), the sum can be limited to a finite number n.
The more terms that are used, the more accurate is geometric detection of the displacement.

Jo1o

n

5t = 0) zZA]-- sin(j -7 - %)

=

= yx0)

Jo11

Diese Summe stellt die Anfangsauslenkung (t = 0) dar.
Die Koeffizienten A; konnen wie die einer Fourier-Reihe mit Hilfe dieser
Anfangsauslenkung bestimmt werden, wobei y; ... y; ... y,, bekannte Punkte /

Stutzstellen der Anfangsauslenkung sind.

This sum represents the initial displacement (¢ = 0). The coefficients A; can be determined as those of a
Fourier series by means of this initial displacement, where ¥, ... y; ... 3, are known points / reference points
of the initial displacement.

Jo12

Genaherte Schwingungsgleichung
Approximated oscillation equation

y(x, t) = eft- T Ajsin(rmeX) <co s(a)j . t) - wﬁ *sin(w; - t))
j

Jo13

Naherungsgleichung fir einzelne
Punkte der Saite

Die Auslenkung ¥, an der Stelle x;,
e zum Zeitpunkt ¢;

J14
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Schwingungsgleichung einer Saite g

Approximation equation for individual points of
the string

e in Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen (Anfangsauslenkung ¥(t = 0) sowie
¢ Materialeigenschaften, Saitengeometrie und Dampfung 8 und w;

e in Néherung mit der gewéhlten Anzahl der Amplituden 4; mit j = 1 ...n.
The deflection ¥, at the point X,

e attimet;

e  depending on the initial conditions (initial displacement ¥ (¢t = 0) ) as well

. Material properties, string geometry and damping 5 and w;

. in approximation with the chosen number of amplitudes 4; withj=j =1...n.

— " L - B .
ViFp t) = Pt 30 A sin(m Xy (co s(wj-t;) — o sin(w; - ti)) Jo1s
Jote
K000
Die Vorgabe einer beliebigen Anfangsauslenkung (¥ (X, t = 0)) fiir die Berechnung
Naherung der Anfangsauslenkung kann durch eine Naherung dieser Anfangsauslenkung durch eine Fourier-Reihe
- . . K001
durch eine Fourier-Reihe erfolgen. S o ,
The specification of any initial displacement ¥ (x7,t = 0)) for the calculation can be done by
approximating this initial displacement by a Fourier series.
Jede Teilschwingung hat eine Amplitude A;, die von der Anfangsauslenkung abhéngt
Ermittlung der Koeffizienten und mit Hilfe der Anfangsauslenkung bestimmt werden kann. K002
Determination of coefficients Each partial oscillation has an amplitude Aj, which depends on the initial deflection and can be determined
with the aid of the initial deflection.
: : e — : This equation for t = 0 corresponds to a
D.Iese Glel.Chung.fur t. 0 e..ntSpnCht yxt=0)=XY",4; sin( m-X) Fourier series with n supporting points K002
einer Fourier-Reihe mit n Stitzstellen. (reference points)
Sind fiir j = 1 -+~ i ---n Auslenkungen (Stiitzstellen) y(x;, t = 0)bekannt, kdnnen die
Koeffizienten A; ermittelt werden. K003
The coefficients 4, can be determined, if the local deflections ¥(i;, t = 0) for j = 1 -+ i ---n are known.
Die entsprechenden Koeffizientender | 4 —2.yn 5% ¢ = in(i %

. . T, A= Y&yt =0)-sin(j-m-X;) The corresponding coefficients of the Fourier series
FOl‘!rler'Relhe werden nach folgender A _nz X Zn = . sin(]' - f-) are determined according to the following equation. Koo4
Gleichung ermittelt. J T Aj=1Y) j
Allgemeines Beispiel fiir die Ermittlung der Koeffizienten fiir die Beriicksichtigung (Vorgabe) von n = 12 Stiitzstellen y; Loot
General Example for the determination of the coefficients for the consideration of n = 12 supporting points (reference points) y;

, & Erfassung der Schwingung einer Saite nach Vorgabe der
a4,==- Z 5, sin(k-m-%,) Anfangsauslenkung ¥, ann = 12 Stitzstellen fiir 8 Zeitpunkte ; Loz
n ] Detection of the vibration of a string after specification of the initial displacement y; atn =
= 12 supporting points points for the time t = 0

Festlegen der Ausgangsgrofen / initial sizes Geometrie, Material, Ddmpfung / Geometry, material, damping L003
j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 n=12 1=13 L004

= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X =x/l — — — — — — — — — — — — — L005

12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
Vi=y/l | 3:1G) | Yo(Fy) | ¥a(Fa) | Falra) | Fs(Xs) | Fe(Xe) | F7(%7) | Ya(Fa) | Fo(Xo) | Fro(Fao)| F11 (Fra)| ¥12(Fp)| 71 (%)) Loo&
Dreieck 0 1/4 2/4 3/4 1 7/8 6/8 5/8 4/8 3/8 2/8 1/8 0 L007

Triangle | -10=* | -107® | -10™® | -107® | -10% | -107® | -107% | -10™3 | -10% | -107® | -107% | -1073 | -10°°

1008
z:zﬁ: Fourier-koeffizienten: 4; = 522:1 y;-sin(k-m-x;) ,k =1..nFaklor,j = 1...n Koeffizienten (Amplituden). L009
k=1-n Akzi-[yl-sin(k-n-f1)+}7z-sin(k-n-fz)+373-sin(k-n-f3)+374-sin(k-n-f4)+»-«+)712-sin(k-n-fn)] 1010
k=1 A1=§-[‘1-sin(l-n-fl)+}7z-sin(l-n-fz)+373-sin(l-n-f3)+374-sin(l-n-f4)+-~+3712-sin(l-n-flz)] Lo11
k=2 Az=§-[‘1-sin(Z-n-fl)+}7z-sin(Z-n-fz)+373-sin(2-n-f3)+374-sin(2-n-f4)+»-«+3712-sin(2-7r-f12)] 1012
k=3 A3=§-[‘1-sin(3-n-fl)+}7z-sin(3-n-fz)+373-sin(3-n-f3)+374-sin(3-n-f4)+»-«+)712-sin(3-n-flz)] 1013
k=4 A4=§-[‘1-sin(4-n-fl)+}7z-sin(4-n-fz)+373-sin(4-n-f3)+374-sin(4-n-f4)+»-«+)712-sin(4-n-flz)] L014

: : : : : : L015
k=n=12 | A, = %- [3, +sin(12 7w+ %) + y, - sin(12 7w+ %,) + J5 - sin(12 - w - X3) + §, - sin(12 - w - &) + -+ + Jy, - sin(12 - - Xy,)] 1016
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Schwingungsgleichung einer Saite g

M000
Auslenkung an einem Punkt x zu einem Zeitpunkt ¢:
2 £)2
G t.) = Bt Y A . sin(i-m- %) - Y=L sin(ew: -t = [|(Kr)T 2 O ,
V(@ ) = ePti- Y1 A -sin( - %) (co s(w} t;) Y sin(w; - t;) |, w; = ks o mit Ay = A;
Ausgehend 12 Stitzstellen soll fiir 8 vorgegebene Zeitpunkte die Auslenkung ermittelt werden. 001
Deflection at a point x at a time ¢:
L . L. _ B .
V(X t) = P30 Ay sin(m- ) - (co s(wj- ;) — o sin(w; * ti)) . wp =
Based on 12 support points, the deflection is to be determined for 8 predefined points in time.
M002
M003
o . . _ B .
Fe(Tt) = Pt 31 A sin(m %) - (co s(w; - &) ~ur sin(w; - ti)) Moo4
t_1 F(X1, ty) = ePta- {Al ssin(l-m- %) (cos(ml cty)— NA sin(w; * tl)) + A, -sin(2-m-%,)- (cos(wz “t) —mi - sin(w, * ti)) 4+ Ay esin(12 - xy) - (cos(wlz cty) — wL sin(wy, ti))} MO005
F(Fy ty) = eFta- {Al sin(l-m-%,) (cos(ml “ty) — wA sin(wy tl)) + Ay -sin(2 %) (cos(mz “ty) — wﬁ - sin(w; - tl)) + o Ay sin(12- - %) - (cos(mlz “ty) 7%- sin(w;y * tl))} MO006
F(Fs, ty) = eFta- {Al ssin(l-m- %3) (cos(ml “ty) — wA sin(wy tl)) + Ay -sin(2-m-%3) (cos(mz “ty) — wﬁ - sin(w; - tl)) + o+ Ay sin(12 - %3) - (cos(mlz “ty) 7%- sin(w;y * tl))} M007
: ; i ; M008
F(Rz ty) = ePtr- {Al ssin(l-m-%pp) - (cos(ml “ty) 7“% - sin(wy - tl)) + Ay -sin(2- - %pp) - (cos(wz “ty) 7“’&- sin(w, - tl)) + ot Agp rsin(12 - Xyp) - (cos(wu ) 7%-sin(mlz . tl))} MO009
M010
t,| Y@ )= eftz. {Al ssin(1-m- %) - (cos(wl b)) — NA sin(w; * tz)) + Ay sin(2-m- %) - (cos(wz “ty) —mi -sin(w; * tz)) + o+ Ay esin(12 - %) - (cos(wu “ty) — wL sin(wy; tz))} Mo11
F(Xy ty) = eFtz- {Al sin(l-m-%,) - (cos(ml “ty) — NA sin(w; * tz)) +A,-sin(2 1w x,) - (cos(wz “t) — mi-sin(wz . tz)) + 4 Ayp rsin(12 - %3) - (cos(wlz ) — wL - sin(wyy * tz))} M012
(X3, ty) = eFtz- {Al -sin(1-m-%3) - (cos(ml cty) — NA sin(w; + tz)) +Ay-sin(2-m-x3) - (cos(wz “t) — mi-sin(wz . tz)) + 4 Ayp rsin(12 - %3) - (cos(wlz ) — wL - sin(wyy * tz))} M013
Mo014
F(Xiz ty) = Ptz - {Al sin(l - %p,) (cos(ml “ty) —NA - sin(w; * tz)) + A, sin(2 - %) (cos(wz cty) — mﬁ - sin(w; * tz)) 4+ Ay esin(12 1w %) - (cos(wu “ty) — wL - sin(wy * tz))} M015
M016
ts F(Fy, t3) = eFta- {A1 ssin(l-m- %) (cos(w1 “t3) — QA sin(w; - tg)) + Ay sin(2-m-%y) - (cos(wZ “t3) —f - sin(w, * t3)) 44 Ay esin(12-m- %) - (cos(wu “t3) —%- sin(w;z * tg))} M017
(i ts) = ePls - {Al ssin(1 -7+ %,) - (cos(w1 “t3) — QA sin(w; - t3)) + A, sin(2 %) - (cos(wz t3) — %-sin(wZ : t3)) +d Agp rsin(12 -7 X%p) - (cos(wlz “t3) —% -sin(wy; - tg))} Mo18
F(Fs, t3) = eFta- {Al -sin(1-m-%3) - (cos(w1 “t3) — QA sin(w; - t3)) + Ay sin(2-m-%3) - (cos(wz “t3) — %-sin(wZ - t3)) + o4 Agp rsin(12 - %3) - (cos(wlz “t3) —% - sin(wyz * tg))} M019
M020
F(Xiz ts) = eFta - {Al ssin(l - %p,) (cos(ml “t3) —% - sin(w; * t3)) + A4, -sin(2-m-%y,) (cos(wz - t3) —% -sin(w, * tg)) 4t Ay esin(12 e %) - (cos(wu “t3) —% - sin(w;z * t;))} M021
M022
i i H B M023
tg| Y&ute) = efta. {A1 ssin(1-m- %) - (cos(w1 “tg) — % sin(w; * ts)) + A, sin(2-m-xp) - (cos(wz “tg) —% -sin(w, * ta)) + o+ Agpesin(12 - %) - (cos(wu - tg) —%- sin(wy; tg))} Mo024
(X tg) = eFte- {Al sin(1-m-%,) - (cos(ml tg) — % sin(w; * ts)) + A, sin(2 1w x,) - (cos(wz tg) — %-sin((uz . ta)) + 4 Agp rsin(12 %) - (cos(mlz - tg) —% - sin(w * fa))} M025
(X3, tg) = eFte- {Al -sin(1-m-%3) - (cos(ml tg) — % sin(w; * ts)) +A,-sin(2-m-x3) - (cos(wz tg) — %-sin((uz . ta)) + 4 Ayy rsin(12 - %3) - (cos(mlz - tg) —% - sin(wy * fa))} M026
M027
F(X1z tg) = eFta - {Al ssin(l - %p,) (cos(ml - tg) —% - sin(w; * ts)) + A4, -sin(2-m-%y5) (cos(wz - tg) —% -sin(w, * ta)) 4t Ay esin(12 e %) - (cos(wu - tg) —% - sin(w;z * fa))} M028
M029
M030
M031
Beispiele mit 24 Stiitzstellen Examples with 24 supporting points N00O
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Schwingungsgleichung einer Saite

Anfangsauslenkungen / Initial deflections
0,0011
0,0009 /( ,\ \s\
0,0007 4 S
NN
0,0005 . noot
oooos |11/ RNEAN
’ 4 ~ \\
0,0001 —o—Trapez —=—sin(mp) —=— Dreieck ~
T T T A
_0r0001 pA é ‘l} % é -!. 2]5 é J.IU J.IJ. J.IL J.L J.l4 J.ID llD ll/ J.IZS J.Iﬂ LIU 1222324
N002
Ergebnis mit 24 Stiitzstellen Result with 24 support points
ps = 7850, 0 = 1,27-10% Kj, = 0,001, K = 6,17-10° ps = 7850, o = 1,27-10°, K, = 0,001, K = 6,17 - 1075, N0O3
Excel-Berechnungen sind auf Anfrage tiber www.jbladt.de erhaltlich. Excel-Calculations are available on request via www.jbladt.de .
Trapezformige Anfangsauslenkung
Trapace initial deflection
Schwingung einer Saite iiber eine Schwingungsperiode ) L
dargestellt mit 24 Stiitzstellen yjlymax Trapez-Schwingungsverlauf y*=f(x=0,5, )
1,1 11
, I ’
191 ylymax [ ! 59 .
08 a{k ——e—— 1y*(x*,t=0,0000) 0:8 Y
0% B e s —= e o6 1 2
05 ——o—— 2 y*(xj*,t=0,0006 ) 0’5 \\ rj \
§:§ _: — — —————— 3y*(x*t=0,0012) g:g \\ \ /{ﬁ \\
88 I 4y*(*t=0,0019 ) gﬁ \b / \ // \\1 N004
X 0,0
8;u USRS U Up5- U3 U2 U0 b8 Ubr 05 S UpZErrpo—=—— 5Y'i%t=00025) :8:;0300“\1’0‘02‘“9?0’04 T, 0\\3 0, 0; 0,010 \Q. 12
82 [ x/l —=—— 6y*(4*t=00031) |03 \\ / \\ / X
0 T -0,4
05 — = — 7y*(x*t=0,0037) |[-0.,5 \\ / \v
s = = ESS!
-0’3 M —=—— 8y*(xj*,t=0,0043 ) -0,7 7
d Tttt o ,0,8 o’
?? i 9 y¥(xj*t=0,0050 ) ig:g Trapez =
-h 1,1
Sinusférmige Anfangsauslenkung NOOS
initial iniatial deflection
Schwingung der Saite Uber eine Schwingungsperiode Si : g
. .. ; inus-Schwingungsverlauf y*=f(x/=0,5, ¢
dargestellt mit 24 Stiitzstellen yjlymax 14 gung v )
11 :
’ ] ] 1,0
10
09 } ylymax ———Mm AN
8? —o— 1y*(¢*t=00000) || o7 \‘ i
06 —e— 2y*(xj*,t=0,0006 ) gg } AR
0,5 — o y \ P X 2
04 o - RO I s == - FARY
03 A =P A PR =t ——
8[1] —6— 4y*(xj*t=0,0019) 8(1] T ] T 7 T N006
! ' \ \ P \
zgx;o,_ U7 0,05 O, O,FZ U,50 0,58 U,67 0,05 U,63 DO —E— 5y*(*t=0,0025 ) 8}”’00— = —?gtrua 2 U\’\ 0 U/* OUI0—-§ 012
82 N 21 X/ e 6 y¥(x*t=0,0031 ) §§ \\ / \\
05 o 7 7
=~ 7 e e )
gg < =7 7 y*(xj*t=0,0037 ) 8? //
08 8y*(x*t=00044) | |08 o
-0,9 09 —e— Sinus———
H A 9 y*(xj*£=0,0050) 1(1) ! L
Dreickige Anfangsauslenkung NOO7
triangulary iniatial deflection
Saiten-Schwingungen_2018_03_04.docx 12 /14 edition: 23.02.2018
© Klaus-Jirgen Bladt / www.jbladt.de revision: 09.03.2018

Rostock / Germany



http://www.jbladt.de/
http://www.jbladt.de/
http://www.jbladt.de/

Schwingungsgleichung einer Saite

© Klaus-Jirgen Bladt / www.jbladt.de

Rostock / Germany

revision: 09.03.2018

Schwingung einer gezupften Saite iber eine Schwingungsperiode Dreieck -Schwingungsveriauf
dargestellt mit 24 Stiitzstellen yjlymax ymax=f(x/i, 1), y*(x/I=0,5,1)
1,1 1,1
é:g y/ymax = —(— Ausgangslage é:g -
8& # i N — e 1y(*t=00000) | | 8 X
06 o1 A 8’2 'S ay
O:S — ——e—— 2 y*(xj*,t=0,0006 ) P 3}(\ ‘//\\\
0,4 5= g A
4 p.d 1 e 3% (x* t= 0,4
e =SS SNIE § = S=== =2
01 A4 — == =3 4y*(xj*t=0,0019) g’i ! Q 7 )
00 ﬁ‘ ,;,.f[r” { _ S - 0 /)
:8:%0, ,Wr@, S T2 UpU U,p8 U7 T, b,.,ii;%iru 5ylt-00025) | | o B \\\" = = u\% = U# o \ -
%3 - e x/! syt r=o0031) | | 02 \ 1f \—17 q
o = o \—7 &
-0,6 S 2 — = — - 7y an=00037) | | o' \
07 2 06 v/ <
o 7 ———— 8y*(*t=00043) | [ 5 /
-09 08 z
1,0 i 9 y*(xj*t=0,0050 ) 09 + .
-1,1 -1,0 &= —o— y*max=f(x/l, t) y*=f(x/1=0,5, t)~
N008
N009
. A;
Amplituden [—] No10
max
Trapezférmige Anfandsauslenkung Sinusférmige Anfangsauslenkung Dreieckférmige Auslenkung Not1
Trapezoidal initial deflection Sinusoidal initial excursion Triangular deflection
= Amplituden [-] bei trapezfrmiger... = Amplituden [-] bei sinusformiger... = Amplituden [-] bei dreieckformiger...
w ol /
v 1,0 /
0,8 ’/ 08 ’/ 08 A
0,6 / 06 - 06 1
/- /. NO12
0,4 ,/ 04 */ 04
Y
0,2 02 0,2 l
III‘I’IIIIIIIIIIIIIIIII FLELSLTL TSI IS ST TS I’lIIIIIIIIIIIIIIIIIII
0,0 - rrrrrrrrrrrrrreerre 0,0 0,0
1 57911131517192123/ 1 57911131517192113/ 1 57911131517192123/
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Kurze Einschatzung der Ergebnisse 0000
Assessment of results
Die Lésung der Schwingungsgleichung ist plausibel The solution of the oscillation equation is plausibly traceable
nachvollziehbar dargestellt mit den Erkenntnissen: with the findings:
e Ein Beispiel zum Einschatzen des Aufwandes zur e  Anexample for estimating the effort to solve with a
Ldsung mit einer Anzahl der vorgegebener Stiitzstellen / number of given support points / natural frequencies of
Eigenfrequenzen von n = 24 zeigt, dass damit bereits n = 24 shows that this already an acceptable accuracy
eine akzeptable Genauigkeit erreicht werden kann. can be achieved. 0001
o Die dabei verwendete Dreieckverteilung der Auslenkung | e  The triangular distribution of the deflection used here
zeigt die Brauchbarkeit einer Fourier- shows the usefulness of a Fourier series expansion.
Reihenentwicklung.
e Die Verwendung einer dimensionslosen Gleichung ist e The use of a dimensionless equation is advantageous,
von Vorteil, besonders bei der Darstellung und dem especially in the presentation and comparison of the
Vergleich der Ergebnisse. results.
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Schwingungsgleichung einer Saite g

o [st die Ddmfungskonstante D = 0, entsteht eine
ungedampfte Schwingung (konstante Amplitude).

¢ Die Differentialgleichungen kdnnen auch bezgl. der Zeit

dimensionslos mit Hilfe der Frequenz w, gemacht
werden.

o Die Ergebnisse zeigen kaum erkennbare Unterschiede
in Schwingungsverlauf auf Grund der Ausgangswerte,
die sich nur in der Anfangsauslenkung unterscheiden.

Im Frequenzspektrum A;(w;) sind Unterschiede

erkennbar.
e  Berechnungen sind auf Anfrage Gber www.jbladt.de
erhaltlich.

If the damping constant D = 0, an undamped oscillation
occurs (constant amplitude)

The differential equations can also be made
dimensionless with respect to time using the frequency
w1.

The results show barely recognizable differences in the
course of oscillation due to the initial values, which differ
only in the initial displacements. The frequency spectrum
Aj(wj) shows differences.

Calculations are available on request via www.jbladt.de
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